CHAPTTRE I : ENSEMBLES ET FONCTIONS ANALYTIQUES

Dans un espace nétrisable compact, tout ouvert (resp compact) est

la réunion (resp intersection) d'une suite de compacts (resp ouverts):
la tribu bordlienne est donc le stabilisé de 1'ensemble des ouverts
(resp compacts) pour (VU d,Nd). Plus généralement, 1'ensemble des
fonctions boréliennes est le stabilisé de 1'ensemble des fonctions
continues pour (Vd,Ad).

Soit maintenant o une application continue de E dans F. On salt que
a_l(B) est bordlien dans E pour tout borélien B de F. Par contre,

si a n'est pas injective, a(B) peut ne pas 8tre borélien dans F

si B est borélien dans E : a(B) est alors ce qu'on appelle un
ensemble analytique. Dans le premier paragraphe, nous allons définir
les ensembles analytiques comme imauges directes de boréliens parti-
culiers par des applications continues particuliéres (des projections)
Dans le second, nous étudierons les propriétés de stabilit€ de
l'ensemble des parties analytiques d'un espace. Dans le troisieme,
nous verrons une autre définition des ensembles analytiques (noyaux
de schémas de Souslin). Dans le quatriéme est indigquée une méthode
qui permet assez souvent de vérifier d'une manidre mécanique

qu'un ensemble est analytique lorsque sa définition est gerite en

. ~ s 7 .
symboles logiques. Les ”compléments” sont consacrds a des generali-

sations dans un cadre abstrait et un cadre topologique plus vaste.

. X LT . . ’
Une derniere remarque preliminailre : ce que nous allons faire s'etend
rd A~ / .
alsement aux espaces localement compacts a base denombrable. Si D est
’ ’
un tel espace, il suffit de considerer son compactifie E = DU {x}, en

convenant d'dtendre toute fonction f définie sur D en posant f(w) = 0



1l.- SCHEMAS DE PROJECTION

En fait, nous allons £tendre un peu la notion d'ensemble analytique
en définissant la notion de fonction analytigue. Pour cela, nous
aurons besoin d'une définition adéquate de la projection d'une fonc-

tion.

DEFINITION.- Soit f une fonction définie sur un produit ExF. On

appelle projection de f sur E la fonction mf définie par

T(x,f) = sup £(x,y), yeF

ou 7(x,f) désigne la valeur de la fonction 7f au point xeE.

I1 est clair que, si f est (1'indicatrice d')une partie de ExF, mf est

égale & la projection habituelle.

Notons tout de suite quatre propriétés importantes de la projection

THEOREME. - Soient ExF un produit, et m la projection de ExF sur E.

a) si f¢g, alors mf¢mg

b) si (fn) est une suite croissante, alors w(sup fn) = sup Tf,

c) si (gn) est une suite décroissante de fonctions s.c.s. (i.e.

semi-continues supérieurement), alors 7 (inf gn) = inf mg,

d) EE g est une fonction s.c.s., alors 7g est aussl s.c.s.

DEMONSTRATION.- Les propridtés a) et b) sont &videntes; plus généra-
lement, d'ailleurs, si (fi) est une famille quelconque de fonctions,
on a sup Wfi = 7 (sup fi). Comme toute fonction s.c.s. atteint son
maximum sur un compact, il est clair que 1l'on a {’ng),,’ts = v({gzt})
pour toute fonction s.c.s. g et tout t30 : wg est donc s.c.s.

si g 1l'est. Enfin, soit (gn) une suite décroissante de fonctions s.c.s
On a évidemment m(inf gn)éjjm'vgn. Fixons xecE, et soit t3 0 tel que
l'on ait W(x,gn); t pour tout n. Les ensembles K = {y : gn(x,y);.p}

forment une suite décroissante de compacts non videsde F, et, pour
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tout ye(\Kh, on a inf gn(x,y)z t. Par conséquent, T(x,inf gn) est >t

et i1 est alors clair que 7 (inf gn)>/ inf g , d'oll 1'égalitse.

Le chapitre .II (resp IV) sera consacré 3 1'étude des fonctions

(resp applications) f-Vf vérifiant les propriétds de ce théordme.

Essayons maintenant de "calculer" 1la projection d'une fonction
borélienne, en supposant connues celles des fonctions continues

(nous laissons au lecteur le soin de vérifier gque la projection d'une
fonction continue est encore continue). Supposons d'abord f s.c.i.
(i.e. semi-continue inférieurement) : f est alors le sup d'une suite
croissante (fn) de fonctions continues; on sait donc calculer

Tf = sup an, gqul est aussi s.c.i. De méme, une fonction s.c.s.

est 1'inf d'une suite déeroissante (fn) de fonctions continues; on
sait donc calculer 7f = inf vfn, qui est aussi s.c.s. Maintenant,

si f est le sup d'une suite croissante (fn) de fonctions s.c.s.,

on sait calculer aussi wf = sup vfn, qui est encore le sup d'une sulte
croissante de fonctions s.c.s. Par contre, si f est 1'inf d'une suite
décroissante de fonctions s.c.1., on ne sait plus calculer 7f, car

1

"i" ne commute pas en général avec "inf" (voir cependant le para-

graphe 3). Pour la commodité de 1'exposé, nous poserons

DEFINITION.— Une fonction bordlienne est dite &lémentaire si elle est

la limite d'une sulte décroissante de fonctions, chacune de ces

fonctions étant elle-mfme la limite d'une suite croissante de

fonctions s.c.s.

REMARQUES.- 1) L'ensemble des fonctions s.c.s. &tant stable pour
(VFf, AT), il est facile de voir que l'on obtient les mémes fonetions
boréliennes si on supprime les adjectifs "croissante"et"décroissante"
de la définition. Nous verrons cependant par la suite que la possi-

bilité Qde prendre des suites croissantes est trés importante.
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2) On peut restreindre la classe des fonctions bordliennes €lémen-
taires en remplacant "s.c.s." par "continues" : une fonction boré-
lienne élémentaire est alors la limite d'une suite de fonctions s.c.i.
(cf la remarque du n.8). Cette possibilité sera mise & profit au
chapitre III. Elle a cependant un caractére essentiellement topologique

que n'a pas la définition 3 (ef les compléments).

Voici maintenant la définition d'une fonction analytique. Nous

verrons bientdt que toute fonection borélienne est analytique.

DﬁFINITION.— Une fonction g définie sur E est dite analytique

5'il existe une fonction bordélienne élémentaire f, d€finie sur

un produit ExF, telle gque g goit la projection wf de f sur E.

Toute fonction borélienne élémentaire g est analytique : elle est
la projection de la fonction borélienne €lémentaire f = gxlF.
D'autre part, si g =7wf, élémentaire, alors h = gle est analytique

aussi, puisque c'est la projection de fle sur ExG.

vVérifions rapidement que les ensembles analytiques peuvent &tre
dérinis uniquement & partir d'ensembles élémentaires. Soit f une
fonction borélienne élémentaire : il existe, par d€finition, une

suite décroissante (fm) telle que £ = inf fm, et, pour chaque m,

une suite croissante (fﬁ) de fonctions s.c.s. telle que = sup fﬁ.
8i g = 7f est 1'indicatrice d'un ensemble, on peut alors remplacer

la fonction fﬁ par l'indicatrice du compact Kﬁ = {fgé,%j, sans altérer
la projection g (et, si les fﬁ sont continues, on peut remplacer ™

par l'indicatrice de 1'ensemble ouvert U = {fm)>%3 ).

Nous verrons d'autre part a la fin du paragraphe sulvant qufune
fonction g est analytique si et seulement si 1'ensemble {g) tg est

wﬂyﬁmwpwrtwtt)O
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2.- STABILITE DE L'ENSEMBLE DES FONCTIONS ANALYTIQUES

Afin de ne pas obscurcir la démonstration du théoréme suivant par
des vérifications simples, mais longues et fastidieuses, nous avons

laissé au lecteur le soin de les faire.

THEOREME. - L'ensemble des fonctions analytiques définies sur E

est stable pour (Vd,Ad, +d, xd) et pour les "1im sup", "lim inf"

et limites de suites.

DﬁMONSTRATION.- Notons d'abord qu'il faut restreindre les prodults
dénombrables aux suites (gn) telles que g soit &1 pour n suffisam-
ment grand, afin d'éviter les problémes de convergence. Pour démontrer
le théordme, il suffit &videmment de démontrer la stabilité pour
(Vd,Ad) et de vérifier que la somme et le produit de deux fonctions
analytiques est encore analytique. Nous désignerons par (gn) une
suite de fonctions analytiques sur E, et, pour chaque n, par fn

une fonction bordélienne élémentaire d€finie sur un produit Ean

telle que g, = an (nous nous permettrons d'écrire "r" toute
projection).

i) stabilité pour (Vv d) : soit F la somme topologique des espaces

metrisables compacts Fn : F est un espace localement compact 2 base

1

dénombrable, que nous compactifions par un point "«". Désignons

par f la fonction sur ExF dont la restriction & Ean est égale 3 fn :
on vérifie aisément que f est une fonction borélienne élémentaire.
Comme sup g = 7f (7 projection de ExF sur E), la fonction sup g
est analytique.

ii) stabilité pour (A d) : soit F le produit des espaces métrisables

compacts Fn : F est un espace métrisable compact. Pour chaque n,

soit fh la fonction sur ExF telle que fﬁ(x,yl,...,yn,...) = fn(x,yn)-
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I1 est clair que fﬁ est une fonction borélienne &lémentaire pour
chaque n, et donc aussi f = inf fﬁ. Comme inf 8, = T (r projection
de ExP sur E), la fonction inf g, est analytique.

1i1) stabilité Pour_somme et produit : soit F = F,xF, et soient

T} et £} définies sur ExF par fi(x,yl,yg) = fl(x,yl) et

fé(x,yl,yz) = fg(x,ye). Les fonctions f] et f} sont boréliennes

élémentaires, ainsi que les fonctions £1+r) et £1.f). Par conséquent,
la fonction g +g, {resp gl.g2), dgale 3 la projection de £1+£)

(resp fi.fé), est analytique.

REMARQUE.- On se gardera de croire que l'ensemble des fonctions
analytiques est stable pour les différences, ou les quotients.
En général, le complémentaire d'un ensemble analytique n'est pas

analytique (voir le théoreme 11 du chapitre II).

COROLLAIRE.- Toute fonction borélienne est analytique.

DEMONSTRATION. - Toute fonction continue est borélienne &lémentaire,
et donc analytique. L'ensemble des fonctions boréliennes étant le
plus petit ensemble contenant les fonctions continues et stable

pour (Vd,Ad), toute fonction borélienne est analytique.

COROLLAIRE. - Pour chaque entier n, soit g, une fonction analytique

définie sur En et supposons %lé].pour n suffisamment grand.

La fonction g = g1X+ e XE Xuuu, définie sur le produit E des En’

est analytique.

DEMONSTRATION. - Il suffit d'appliquer le thdordme 5 aux fonctions

g (xl,...,xn,...) = gn(x Ve

1
n n

rd . .
Le théoréme suivant montre que 1l'on a suffisamment &tendu 1'ensemble

des fonctions boréliennes pour obtenir la stabilité par projection.
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THEOREME. - Si la fonction g est analytique sur un prodult ExF,

la projection 7g de g sur E est analytique.

DEMONSTRATION. - Il existe, par définition, une fonction bordlienne
élémentaire £, définie sur un produit (ExF)xG, telle que g soit la
projection de f sur ExF. Il suffit alors de remarquer que 7g est
la projection de f sur E.

REMARQUE. - Si on restreint l'ensenble des fonctions boréliennes

/ .
élémentaires en remplacant "s.c.s."

par "continues" dans la A4&fi-
nition 3, les démonstrations des théordmes 5, 6 et 8 sont encore
valables : il en résulte immédiatement qu'on définit avec cet

. 4 . . .
ensemble de fonctions élémentaires les mémes fonctions analytigques.

COROLIAIRE. - Soit a une application bordlienne de E dans F.

Si A est analytique dans E (resp F), alors a(A) (resp a'l(A)) est

analytigue dans F (resp E).

DEMONSTRATION. - Rappelons gue a est bordlienne si o 1(B) est borélien
dans E pour tout borélien B de F. Soit I = {(x,y) Yy = a(x)} le
graphe de a dans ExXF : c'est 1l'image réciproque de la diagonale

de FxF par l'application borélienne (x,y) = (a(x),y) de ExF dans FxF.
La diagonale étant compacte, M est borélien, et donc analytique.

Par conséquent, a(A) (resp a'l(A)), €gal & la projection sur F

(resp E) de 1l'ensemble analytique "N (AxF) (resp '/ (ExA)), est

aussi analytique.

Une application continue étant borélienne, nous retrouvons ainsi

la définition des ensembles analytiques de 1l'introduction. Notons
encore que ltimage directe o(B) d'un borélien de E par ltapplication
borélienne o n'est pas borélienne en général dans F. Elle l'est
cependant si a est de plus injective (théoréme de Souslin-ILusin,

dont la démonstration, difficile dans le cas général, est triviale
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si o est continue).

. . PR 4. . . .
Voici, pour finir, une caracterisation des fonctions analytiques

-~

8 l'aide des ensembles analytiques.

THéORﬁME.- Une fonction g définie sur E est analytique si et

seulement si elle satisfait 1'une des conditions suivantes.

a) 1l'ensemble {g) tk (resp {g >t}y) est analytique pour tout t2 0.

b) le sous-graphe ouvert (resp fermé) de g, i.e. 1l'ensemble
{(x,t)eExﬂRJr: g(x)>t (resp),t)]’

est analytique dans EXTE¥.

DEMONSTRATION. - Nous allons montrer que (g analytique) => (g vérifie
le b)) => (g vérifie le a)) => (g analytique), et nous nous conten-
terons de le faire pour les indgalités strictes dans a) et b).
Supposons g analytique, et soit f une fonction bordlienne €ldmentaire
dérinie sur ExF telle que g = 7f. Le sous-graphe ouvert de g est

égal 3 1la projection sur Ex'rif—{‘L du sous-graphe ouvert de f : ce dernier
étant borélien, celui de g est analytique. Maintenant, si le sous-
graphe ouvert A de g est analytique, 1l'ensemble &;)t}, ééal 3 la
projection sur E de 1l'ensemble A} (Ex]t,+=]), est aussi analytique
pour tout t) O. Supposons enfin que l'ensemble {g»t} est analytique
pour tout t2 0, et désignons par h(x,t) la valeur de l{g)t} en X.
Pour x fixé, la fonction t > h(x,t) est 1l'indicatrice de 1'intervalle
[0,g(x)[ : on a donc g{x) = J:Z(x,t) dt. I1 ne reste plus qu'a
approcher l'intégrale par des sommes de Rlemann pour obtenir 1la
fonction g comme limite d'une sulte de fonctions analytiques

la fonction g est donc analytique.
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3.~ SCHEMAS DE SOUSLIN

Nous utiliserons les notations suivantes : nous d€signerons par S

(resp Z ) l'ensemble des suites finies (resp infinies) d'entiers.

Si s est un élément de S, et t un €lément de § ou de Z , la notation

"s «t" signifie que t commence par s : par exemple, s = 4,3,7,5

et t = 4,3,7,5,1,8,8 . Si o est un élément de X (ou de S), nous

dééignerons par @, UE’U?V ... les termes successifs de la suite o .

Reprenons maintenant le "calcul" des projections, et revenons au ca
de la projection d'une fonction bordlienne &1lémentaire f. Par défi-
nition, il existe une suite ddcroissante (fm), et pour chaque n,
une sulte croissante (fﬁ) de fonctions s.c.s. telles que 1l'on ait

f = inf £ £ = sup £}
Essayons de projeter f : on sait que la projection m commute avec

1

n'importe quel "sup', mais seulement avec les "inf" de suites

décroissantes de fonctions s.c.s. En tenant compte de la formule de

. N . . ’ s
distributivite entre "sup" et "inf", on a

. m . 1 2 k
f = igf (s%p fn) = sup 1§f ﬂn , f,i, cee f&i, )
Posons, pour toute suite finie s = Sqs- 38,
£, =inf ( £2 , 10, ..., £ )
1 2 k

On a alors

f= sup ( inf £F_)
gez s<o B
Pour tout seS, la fonction fs est s.c.s., et, pour toutoeZ, la

famille (f )S‘:z_est une suite décroissante de fonctions s.c.s.

s

On obtient alors, pour valeur de 7f,
g =7f = 7[ su inf £ )] = su inf 7f_) = su inf
[we% <s<r 5) veE (5<f s we% (S<r
ou gy = vfs est une fonction s.c.s. pour tout seS. Une telle

représentation de g s'appelle schéma de Souslin. Plus précisemment

S

gg)
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DEFINITION. - Soit 0 un ensemble de fonctions sur E. On appelle

schéma de Souslin sur { une application s - g, de S dans § telle

que gsz,gt pour s<t. On appelle noyau du schéma de Souslin s - 8

la fonction g définie par g = sup ( inf g_).
rey sS<o S8

. / .
Nous avons démontred ci-dessus le résultat suivant

THEOREME. - Toute fonction analytique est le noyau d'un schéma de

Souslin sur l'ensemble des fonctions s.c.s.

Nous verrons au chapitre IV que le schéma de Souslin particulier

. . . !
que nous avons exhib€ ci-dessus a des propriétds remarquables.

Réciproquement, on a

4 \
THEOREME. - Le noyau d'un schdma de Souslin sur 1l'ensemble des

fonctions analytiques est encore une fonction analytique.

DﬁMONSTRATION.— Soit s -» g, un schéma de Souslin oﬁ, pour chaque seS,
la fonction &g est analytique sur E, et solt g son noyau. Nous allons
montrer que g est alors la projection d'une fonction analytique T

sur ExF, ol F désigne 1'espace métrisable compact (]Nufm}):w , et
donc une fonction analytique d'aprds le théoréme 8. Munissons 3 de
la topologie produit de JN]N, et, pour tout seS, soit IS = {a‘ei: s(c'}
I1 est facile de yvoir que Is est ouvert et fermé dans ZZ, et que E:
est 1l'intersection d'une suite d'ouverts de F : donc 2. et les
ensembles IS sont analytiques dans F. Désignons, pour tout se8,

par |s| la longueur de la suite finie s (i.e. son nombre d'éléments),

et posons, pour tout entier n, f sup (gs}clI ). Comme 8 est
s

isi=n
une fonction analytique pour tout s, et que l'ensemble des s de

n =

longueur n est dénombrable, la fonection fn est aussi analytique.
Soit alors f = inf fn : £ est analytique sur ExF, et nous allons

vérifier que le noyau g est &gal 3 la projection 7f de f sur E.
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Faisons d'abord la remarque suivante : si s et t sont deux suites
finies, alors Isf\ I, = @ , sauf si st ou tPs, auquel cas on a
Is'.')It ou Isc:It. Appliquons maintenant la formule de distributivité
entre "sup" et "inf" dans 1'égalite f = ipf (‘sup (gszclls)).

siz=n
Etant données les propridtds des I indiquées ci-dessus, on a

f = su inf x1 .o x1 .o
2R (IpT (g Im)’ > (Epy Im), )
ou o]k désigne la suite finie (de longueur k)oi,G;, ... ,0p . Dlou,

finalement,
f= su inf g )x 1 )
oo ((nfes) ™ 1y
I1 est alors clair que l'on a g = nf.

4,- LA METHODE SYMBOLIQUE DE KURATOWSKI ET TARSKI

s s o epaas . ‘

Nous nous contentons ici d'une "initiation pratique" & cette meéthode,
¢ . /. .

sans nous étendre sur les différentes classes boréliennes et

projectives.

NOTATIONS ET TERMINOLOGIE.- Soit X un symbole variable, désignant
une propriété de classe d'ensembles : par exemple, suivant les
notations consacrées, X = G = "ouvert", X = F = "rermé",

X = § = "compact", ¥ = A = "analytique". Nous dirons qu'un ensemble
est CX (resp PX) s'il est le complémentaire (resp la projection)
d'un ensemble X, qu'il est X (resp Xg ) s'il est la réunion

{resp intersection) d'une suite d'ensembles X : ainsi, un Cg est g,
un Pgs est é. Enfin, si Y est un autre symbole variable, nous dirons
qu'un ensemble est XUY (resp XMNY) s'il est la réunion (resp inter-

section) d'un ensemble X et d'un ensemble Y (on notera que "Btre XUY"

ne veut pas dire "8tre X ou Y", etc). Nous supposerons toujours,
k]

d'autre part, qu'un symbole X satisfait % la condition suivante

si l'ensemble M est X dans E, alors MxF est aussi X dans ExF.
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REGLES FLEMENTATRES.- Nous désignons ici par a(x), B(x,y) etc des
fonctions propositionnelles, ou xeE, (x,y)e¢ExF etec. On a les régles
suivantes, & peu pres évidentes

1) si {x : a(x)) est X, alors {x : non a(x)} est CX.

2} 31 {x : a(x)) est X et si {x : B(x)} est ¥,

alors {x : a(x) ou B(x)} est XUY et {x : a(x) et B(x)} est XNY.
3) 8i, pour tout entier n, f{x : an(x)} est X,

alors {x : In {(x)) est Xgq et {x : ¥n an(x)} est Xg .

a

n
L) si {x : a(x)} est X, alors {(x,y) : a(x)} est X.
5) si {(x,y) : B(x,y)} est X,

alors {x : ly B(x,y)} est PX et {x : ¥y B(x,y)]} est CPCX

On a enfin les regles simplificatrices suivantes {(dues au fait que

nos espaces sont métrisables compacts)

6)

[l
Il

K, donc PE = PK

K et Phg =

|

d
1=
q

Il
=
q

L]
|
|
1<2
o

= CK, donc CPCG = G et CPCQS =

Tout cela semble bilen facile, mais, comme nous allons le voir dans
quelques exemples, il faut une certaine ingéniosité pour trouver

la "bonne" formule logigue, et une certaine pratique pour appliquer
ces régles en cascade.Notons aussi gqu'un ensemble peut avolr

. s e . . ’ .
plusieurs définitions qui conduisent 3 des résultats plus ou moins

{4 .
précis.

EXEMPLES.- 1) Nous appellerons topologie fine sur un produit ExF

le produit de la topologie métrisable compacte de E par la topologie
discréte de F : ainsi une partie H de ExF est finement fermée

(i.e. fermée pour la topologie fine) si, pour tout yeF, la coupe H(y)
de H suivant y est fermée ﬁans E. Cecli dit, on a

f

"Si A est analytique dans ExF, son adhérence fine A~ 1'est aussi"
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En effet, désignons par d une distance sur E compatible avec sa
topologie; en symboles logiques, on a

(x,y)eﬁf<é> ¥n Ix'eE d(x,x')< % et (x',y)eA
L'ensemble {(x,x',y) : d(x,x')<1/n} est G et 1l'ensembie {(x,x',y)eA)}
est A (régle 4)). En appliquant successivement les rdgles 2),5) et 3),
on obtient que AT est [P(gf\é)]s et donc A.
L'intérieur fin d'une partie analytique de EXF est, en géné%al,
seulement CPCA; cependant, on a
"S1i A est analytique et finement fermé dans ExF, son intérieur
rin 8T est analytique"
En effet, designons par (Um) une base denombrable d'ouverts de E
et, pour chaque entier m, par (Um’n) une base dénombrable d'ouverts
de Um telle que ﬁh,n soit contenu dans Um pour chaque n. Désignons

enfin, pour chaque couple d'entiers (m,n), par (x ) une suite

m,n, k
de points de U » partout dense dans U . Un fermé K de E contient
m, n m, n
alors 1l'ouvert U (m fixé) si et seulement s'il contient ﬁh , bour
' d
tout n, et donc si et seulement s'il conti=nt X, n.x Pour tout n
2 E
et tout k. Ainsi, en symboles logiques, on a,sl A est finement ferme
£, . B,

(x,7)eR* ¢=> Im [erm et (vn ¥k (xm’n’k,_y) ch)]
D'aprés 4) et 3), la fonction propositionnelle entre parenthdses
du crochet définit un Agg et donc un A. Alors, d'apres 2) et 3),

. . ’ . . 7 .
{et aussi 4) que nous passerons sous silence desormais), 1'intérieur

fin de A est un (Qr\é%r et donc un A.

Dans les deux derniers exemples (empruntés a Kuratowski [ 1),

l'espace E est le segment [0,1].

2) Points initiaux : Soit A une partie de ExF. On dit que (x,y)

est un point initial de A si x = inf {x'eE : (x',y)eA} (ou 1l'on

convient que inf @ = 1 dans [0,1]). On a alors
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"Si A est analytique, l'ensemble Ay de ses points initiaux est CA"
En effet, en symboles logiques, on a

(x,y)eAi<=> ¥x'eE [x'd x D (x',y)£A] &= ¥x! [x'> x ou (x',y)£A]
En appliquant les rEgles 2) et 5), on trouve que l'ensemble Ai

est CPC[KVCA] = CP[gﬂé] = CA. Supposons de plus que A est K4 :
alors A; est CPC[Gg] = Gg (cf régle 6)), et donc la projection H

de Af'\Ai sur F est P[EJ\QS] = A. En fait, on peut ddmontrer que H
est Gy (si A est Kg) : pour obtenir ce résultat plus précis, il faut
utiliser une "meilleure" définition de H. Soit (Kn) une suite crois-
sante de compacts de ExF, de réunion égale 3 A. On a alors

yeH &> Ix (x,y)eA et In¥k¥x [(x,y)eK . D Ix' (x',y)eK, et x'gx]
Le second membre de 1'implication du crochet définit un P[KNEK] = K,
le crochet définit donec un GNK = Gg » d'ou finalement 1'ensemble H

est un [ng]r‘[CPC§8]3¢ = gwr\gér = g&w'

3) Crible de Lusin : Soit A une partie de ExF. On considére 1'ensemble

Acr des yeF tels que la coupe A(y) de A suivant y ne soit pas bien
ordonnée, ce qui revient 4 dire que A(y) contient une suite déerois-
sante (injective). On a alors

"Si A est analytique, l'ensemble A, est analytique"
En effet, en symboles logiques on a

yeAcr(=> Ix ¥n Ix' [(x',y)eA et x(x‘<x+r%]

est donc A,p est P[(P(An(z}))s] = A.

Nous verrons de nombreux autres exemples d'applications au cours

des démonstrations de théordmes dans les chapitres suivants.
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5.- COMPLEMENTS

A : FONCTIONS ANALYTIQUES. CAS ABSTRAIT.

Dans cette section, E, F etc désignent des ensembles sans structure

topologique.

Un pavage sur E est un ensemble de fonctions E sur E contenant

la fonction O et stable pour (V f, Af) : le couple (E,E) est appeld
espace pavé. Un pavage K est dit compact s'il est constitué par

des ensembles et si toute suite décroissante d'éléments non vides

de K a une intersection non vide. Soient (E,E) et (K,K) deux espaces

pavés ou K est compact : on appelle pavage produit de E et K

le pavage ExK sur ExK constitué par les sup de suites finies de
fonctions de la forme (fle) ou f (resp L) appartient & E (resp K)
(le fait que K soit constitué d'ensembles assure que l'on a

inf [(fllel),(fglez)] = (£,A fe,lel_\lLQ) ).

Les définitions et théorémes suivants sont empruntés a MEYER [ 7,
auquel nous renvoyons pour les démonstrations (en tout point
analogues & celles que nous avons données dans le cas topologique,
pour la bonne raison que ces derniéres ont ét& calquées sur celles

de MEYER !)

DéFINITION.— Soit (E,g) un espace pavé. Une fonction g définie sur E

est dite E-analytique s'il existe un espace pavé auxiliaire (K, K)»

ol K est compact, et un é1ément f de (gxglﬂs tel que g soit ééale

4 la projection mf de f sur E.

On a alors le théoreéme de stabilite
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THEOREME.- L'ensemble des fonctions E-analytiques est stable

pour (Vd,Ad), et donc pour les "1lim sup", "lim inf" et limites

de suites.

L'ensemble é(g) des fonctions E-analytiques est un nouveau pavage

sur E, contenant g, et le théordime 8 prend ici la forme suivante

4 ) 4
THEOREME. - Soient (E,E) un espace pavé et (K,K) un espace pave compact

a) La projection sur E d'une fonction (gxg)-analytique sur ExX

est analytique sur E.

b) L'ensemble des fonctions é(g)-analytiques coincide avec

celui des fonctions E-analytigues.

Enfin, on peut d€finir des schdmas de Souslin, et on démontre

comme aux n.l3 et 14

THEOREME. - Soit (E,E) un espace pavs.

a) Toute fonction E-analytique est le noyau d'un schéma de

Souslin sur E.

b) Le noyau d'un schéma de Souslin sur A(E) est une fonction

E-analytique.

B : ENSEMBLES ANALYTIQUES. CAS TOPOLOGIQUE.

Nous nous contenterons de définir ici des ensembles analytiques,
et de présenter deux définitions topologiques non dquivalentes
(pour d'autres dérinitions et les comparaisons de ces définitions,

on pourra consulter FROLIK [ 1).

Ensembles sousliniens (cf BOURBAKI [ ])

Rappelons d'abord la définition d'un espace polonais.
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DEFINITION. - Un espace topologique P est dit polonais s'il est

métrisable, & base dénombrable, et s'il existe une distance sur P,

compatible avec sa topologie, pour laquelle P est complet.

On sait que tout ensemble Gg d'un espace polonais est encore
polonais, et que tout espace polonais est homéomorphe & un 95

de l'espace compact métrisable [0,1]]N .

DEFINITION.- Un espace topologique séparé E est dit souslinien

s'il existe un espace polonais P et une application continue et

surjective o de P sur E.

On a les propriétes de stabilite suivantes

THéORﬁME.- a) Toute somme dénombrable et tout produit dénombrable

d'espaces sousliniens est souslinien.

b) Un espace topologique séparé, image d'un espace souslinien par

une application continue et surjective est encore souslinien.

. . . 4
¢) L'ensemble des parties sousliniennes d'un espace sépard est

stable pour (Ud,Nd), et, de plus, si 1l'espace est souslinien,

contient la tribu des parties boréliennes.

On sait qu'un espace souslinien métrisable est homébmorphe a une
partie analytique (au sens du n.4) de [O,lfN. D'une maniére générale,
les parties sousliniennes d'un espace polonais coincident avec

les noyaux des schémas de Souslin sur les parties fermées (ceux

sur les parties compactes donnant les parties sousliniennes contenues
dans un 5,). En particulier, les parties sousliniennes d'un espace
métrisable compact coincident avec les parties analytiques telles

4 A .
que nous les avons definies.
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Ensembles analytiques (cf CHOQUET [ ] et [ 1)

DﬁFINITION.— Un espace topologique séparé E est dit analytique

s'il existe un espace compact auxiliaire X, un sous-espace L de K

qui est 5&8 dans K, et une application continue et surjective a

gg L sur E.

Les espaces analytiques au sens de Choquet satisfont aux propriétés
de stabilit€ du n.25 : on peut remplacer partout dans le théoréme 25

"souslinien" par '

'analytique". Les espaces sousliniens sont
analytiques, mais la réciproque est fausse. Cependant, les sous-
espaces analytiques d'un espace polonais coincident avec les sous-
espaces sousliniens. En particulier, les sous-espaces analytiques

au sens de Choguet d'un espace métrisable compact coincident avec

les parties analytiques telles que nous les avons définies au n.4.

Ensembles sousliniens et bordliens

Le cadre de l'analyse fonctionnelle fournit des exemples naturels
d'ensembles analytiques qui ne soient pas bordliens. Ainsi, dans
ltensemble des fonctions continues sur [0,1] muni de la topologie
de la convergence uniforme {qui est un Banach séparable, done

un espace polonais), l'ensemble des fonections dé€rivables partout
est le complémentaire d'un ensemble souslinien qui n'est pas

borélien (résultat dt & Mazurkiewicz).



