
CHAPITRE I : ENSEMBLES ET FONCTIONS ANALYTIQUES 

Dams un espace m~trisable compact, tout ouvert (resp compact) est 

I 

la reunzon (resp intersection) d'une suite de compacts (resp ouverts): 

s 
la tribu borelienne est doric le stabilis~ de l'ensemble des ouverts 

/ J  

(resp compacts) pour (U d,~d). Plus generalement, l'ensemble des 

fonctions boreliennes est le stabilise de l'ensemble des fonctions 

continues pour (Vd,Ad). 

Soit maintenant a une application continue de E dams F. On sait que 

-1 x 
(B) est bor~lien dams E pour tout borelien B de F. Par contre, 

si ~ n'est pas injective, ~(B) peut ne pas Stre s . borelmen dams F 

l . 

si Best borelzen dams E : ~(B) est alors ce qu'on appelle un 

s 

ensemble analytique. Dams le premier paragraphe, nous allons definir 

J . 

les ensembles analytiques comme images directes de borelmens parti- 

cullers par des applications continues particuli~res (des projections) 

J • . ~ J  

Dams le second, nous etudlerons les propr~etes de stabilit~ de 

l'ensemble des parties analytiques d'un espace. Dams le troisi~me, 

/ 

nous verrons une autre definition des ensembles analytiques (noyaux 

de schemas de Souslin). Dams le quatri~me est indiqu~e une m~thode 

• ., s . 

qui permet assez souvent de verifier d'une manmere mecanmque 

qu'un ensemble est analytique lorsque sa defmnmtzon est ~crite en 

symboles logiques. Les "compl~ments" sont consacr~s a des generalm- 

sations dams un cadre abstrait et un cadre topologique plus vaste. 

J I 

Une derni~re remarque preliminaire : ce que nous allons faire s'etend 
• / 

aisement aux espaces localement compacts ~ base denombrable. Si D est 

un tel espace, il suffit de con~iderer son compactifie E = DU [~], en 

i . . 

convenant d'~tendre toute fonction f defmnme sur Den posant f(~) = 0 
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i.- SCHEMAS DE PROJECTION 

En fait, nous allons ~tendre un peu la notion d'ensemble analytique 

• ° ° 

en defmnmssant la notion de fonction analytique. Pour cela, nous 

• ° ° . • 

aurons besoin d'une defmnmtmon adequate de la projection d'une fonc- 

tion. 

DEFINITION.- Soit fune fonction d~finie sur un produit ExF. On 

appelle projection de f sur E la fonction ~f dSfinie par 

~ ( x , f )  = sup f ( x , y ) ,  y~F 

oh w ( x , f )  d@signe l a  v a l e u r  de l a  f o n c t i o n  ~ f  au p o i n t  x~E. 

Ii est clair que, si f est (l'indicatrice d')une partie de ExF, ~f est 

@gale ~ la projection habituelle. 

Notons tout de suite quatre propriSt@s importantes de la projection 

THEOREME.- Soient ExF un produit, et ~ la projection de ExF sur E. 

a) s_! f~g, alors ~fg~g 

b) s__~i (fn) est une suite croissante, alors ~(sup fn ) = sup ~fn 

• ° 

c) s_~i (gn) est une suite decromssante de fonetions s.c.s. (i.e. 

semi-continues sup~rieurement), alors ~(inf gn) = inf ~gn 

d) si g est une fonction s.c.s., alors ~g est aussi s.c.s. 

• . s ~  a .  I •  

DEMONSTRATION.- Les proprletes a) et b) sont evmdentes; plus genera- 

lement, d'ailleurs, si (fi) est une famille quelconque de fonctions, 

on a sup ~fm = w(sup fi). Comme toute fonction s.c.s, atteint son 

maximum sur un compact, il est clair que l'on a I~g~t~ = ~(Ig~t~) 

pour toute fonction s.c.s, get tout t~O : ~g est doric s.c.s. 

• ° 

si g l'est. Enfin, so~t (gn) une suite decromssante de fonctions s.c.s 

$ ° 

On a evmdemment ~(inf gn)~inf ~gn" Fixons x~E, et soit t~0 tel que 

l'on ait ~(X, gn) ~ t pour tout n. Les ensembles K n = ~y : gn(X,y)~ t~ 

• o forment une suite decro~ssante de compacts non videsde F, et, pour 
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tout ye~K n, on a inf gn(x,y)~t. Par consequent, ~(x, inf gn ) est ~t 

et il est alors clair que ~(inf gn) ~inf ~gn' d'o~ l'~galitg. 

Le chapitre II (resp IV) sera consacr~ ~ l'$tude des fonctions 

(resp applications) f~Vf verlflant les p roprmetes de ce theoreme. 

Essayons maintenant de "calculer" la projection d'une fonction 

borellenne, en supposant connues celles des fonctions continues 

• o • (nous laissons au lecteur le soin de vermfler que la projection d'une 

fonction continue est encore continue). Supposons d'abord f s.c.i. 

• • o (i.e. Semi-continue inferleurement) : f est alors le sup d'une suite 

croissante (fn) de fonctions continues; on sait donc calculer 

~f = sup ~fn' qui est aussi s.c.i. De m~me, une fonction s.c.s, f 

est l'inf d'une suite decrolssante (fn) de fonctions continues; on 

salt donc calculer ~f = inf ~fn' qui est aussi s.c.s. Maintenant, 

si f est le sup d'une suite croissante (fn) de fonctions s.c.s., 

on salt calculer aussi ~f = sup ~fn' qui est encore le sup d'une suite 

croissante de fonctions s.c.s. Par contre, si f est l'inf d'une suite 

• o 

decrolssante de fonctions s.c.i., on ne sait plus calculer ~f, car 

• * TT "~" ne commute pas en general avec inf" (voir cependant le para- 

graphe 3). Pour la commodmte de l'expose, nous poserons 

• . • • o 

3 DEFINITION.- Une fonction borelmenne est dite elementalre si elle est 

la limite d'une suite d$croissante de fonctions, chacune de ees 

fonctions Stant elle-meme^ la limite d'une suite croissante de 

fonctions s.c.s. 

REMARQUES.- i) L'ensemble des fonctions s.c.s. Stant stable pour 

(Vf, Af), il est facile de voir que l'on obtient les m~mes fonctions 

borelmennes si on supprime les adjectifs "croissante"et"d~croissante" 

de la d@finition. Nous verrons cependant par la suite que la possi- 

bilit$ de prendre des suites croissantes est tr~s importante. 
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s °  s s  

2) On peut restreindre la classe des fonctions borelmennes elemen- 

t a i r e s  en  r e m p l a c a n t  " s . c . s . "  p a r  " c o n t i n u e s "  : une  f o n c t i o n  bor~- 

lienne elementalre est alors la limite d'une suite de fonctions s.c.i. 

• ° . s 

( c f  l a  r e m a r q u e  du n . 8 ) .  C e t t e  p o s s m b m l m t e  s e r a  m i s e  ~ p r o f i t  au  

chapitre III. Elle a cependant un caract~re essentiellement topologique 

J . . • • 

que n ' a  p a s  l a  d e f z n m t m o n  3 ( c f  l e s  c o m p l e m e n t s ) .  

• • . ° 

g o i c i  m a i n t e n a n t  l a  d e f i n i t i o n  d ' u n e  f o n c t i o n  a n a l y t i q u e .  Nous 

• ° 

v e r r o n s  b i e n t 6 t  que t o u t e  f o n c t i o n  b o r e l z e n n e  e s t  a n a l y t i q u e .  

J 

DEFINITION.- Une fonction g d~finie sur E eat dite analytique 

I .  s l  ° 

s ' i l  e x i s t e  u n e  f o n c t i o n  b o r e l l e n n e  e l e m e n t a m r e  f ,  d ~ f i n i e  s u r  

un produit ExF, telle que g soit la projection ~f de f sur E. 

J .  • J  . 

T o u t e  f o n c t i o n  b o r e l m e n n e  e l e m e n t a m r e  g e s t  a n a l y t i q u e  : e l l e  e s t  

s .  s s  

la projection de la fonction borellenne elementaire f = gxl F. 

S l  

D ' a u t r e  p a r t ,  s i  g = ~ f ,  f e l e m e n t a m r e ,  a l o r s  h = g x l  G e s t  a n a l y t i q u e  

aussi, puisque e'est la projection de fxl G sur ExG. 

J . . 

Vermfmons  r a p i d e m e n t  que  l e s  e n s e m b l e s  a n a l y t i q u e s  p e u v e n t  @tre 

a •  • 

d ~ f i n i s  u n i q u e m e n t  ~ p a r t i r  d ' e n s e m b l e s  e l e m e n t a ! r e s .  S o i t  f une  

fonction borelmenne elementalre : il existe, par d~finition, une 

s u i t e  d e c r o z s s a n t e  (fm) t e l l e  que  f = i n f  fm,  e t •  p o u r  c h a q u e  m, 

une suite croissante (f~) de fonctions s.c.s, telle que fm = sup fm. 
n 

S i  g = w f e s t  l ' i n d i c a t r i c e  d ' u n  e n s e m b l e •  on  p e u t  a l o r s  r e m p l a c e r  

la fonction fmn par l'indicatrice du compact K mn : If~ ~21)' sans alt~rer 

l a  p r o j e c t i o n  g ( e t  s i  l e s  fm s o n t  c o n t i n u e s  on p e u t  r e m p l a c e r  fm 
• n • 

par l'indicatriee de l'ensemble ouvert U m = {fm>l~ ). 

Nous v e r r o n s  d ' a u t r e  p a r t  ~ l a  f i n  du p a r a g r a p h e  s u i v a n t  q u ' u n e  

fonction g est analytique si et seulement si l'ensemb!e {g~tlest 

a n a l y t i q u e  p o u r  t o u t  t ~  O. 
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2.- STABILITE DE L'ENSEMBLE DES FONCTIONS ANALYTIQUES 

Afin de ne pas obseu~cir la demonstratmon du th@or~me suivant par 

des verifications simp!es, mais longues et fastidieuses, nous avons 

• s 

lamsse au lecteur le soin de les faire. 

TH~OREME. L'ensemble des fonctions analytiques • " " sur - deflnmes E 

est stable pour (Vd, Ad, +d, xd) et pour les "lim sup", "lim inf" 

et limites de suites. 

D~MONSTRATION.- Notons d'abord qu'il faut restreindre les produits 

de~ombrables aux suites (gn) telles que gn soit ~ i pour n suffisam- 

J . • 

merit grand, afin d'evmter les probl~mes de convergence. Pour demontrer 

!e th@or~me, il suffit ~videmment de d~montrer la stabilit@ pour 

(Vd, Ad) et de v@rifier que la somme et le produit de deux fonctions 

analytiques est encore analytique. Nous d~signerons par (gn) une 

suite de fonctions analytiques sur E, et, pour chaque n, par f n 
• . s s  ° 

une fonction borelmenne elementamre d~finie sur un produit ExF n 

telle que gn = ~fn (nous nous permettrons d'ecrlre toute 

projection). 

i) stabilit@ pour (V d) : soit F !a somme topologique des espaces 

metrisables compacts F : F est un espace localement compact ~ base 
n 

• • o 

denombrable, que nous compactifions par un point "~". Desmgnons 

par f la fonction sur ExF dont la restriction ~ ExF nest ~gale ~ fn : 

s . .  . #  I .  • 1  . 

on vermfme azsement que f est une fonction borelmenne elementazre. 

Comme sup gn = ~f (~ projection de ExF sur E), la fonction sup gn 

est analytique. 

ii) stabilit~ pour (A d) : soit Fle produit des espaces m~trisables 

S • 

compacts F n : F est un espace metrmsable compact. Pour chaque n, 

soit f~ la fonction sur ExF telle que f~(x,y I .... ,yn,...) = fn(X, Yn). 
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Z1 e s t  c l a i r  que f '  e s t  une  f o n c t i o n  b o r e l i e n n e  e l e m e n t a z r e  p o u r  
n 

c h a q u e  n ,  e t  donc  a u s s i  f = i n f  f ' .  C o ~ e  i n f  ~ = ~ f  (~ p r o j e c t i o n  
n 

de ExF sur E), la fonction inf gn est analytique. 

iii) stabilit@ pour somme et produit : soit F = FIXF 2 et soient 

fl et f~ d~finies sur ExF par fi(x, Yl, Y2) = f!(x, Yl) et 

f~(x, Yl,y 2) = f2(x, Y2). Les fonctions f{ et f$ sont bbr~liennes 

elementamres, ainsi que les fonctions f~+f~ et fl.f2.' ' Par consequent, 

la fonction gl+g2 (resp gl.g2) , ~gale ~ la projection de fi+f~ 

(resp f{.f~), est analytique. 

REMARQUE.- On se gardera de croire que l'ensemble des fonetions 

analytiques est stable pour les differences, ou les quotients. 

En g4n4ral, le compl4mentaire d'un ensemble analytique n'est pas 

analytique (voir le th~or%me ii du chapitre II ). 

6 COROLLAIRE.- Toute fonction bor4lienne est analytique. 

DEMONSTRATION.- Toute fonction continue est borellenne elementamre, 

et donc analytique. L'ensemble des fonctions borelmennes ~tant le 

plus petit ensemble contenant les fonctions continues et stable 

pour (Vd, A d), toute fonction bor~lienne est analytique. 

7 COROLLAIRE.- Pour chaque entier n, soit gn tune fonction analytique 

d@finie sur E net supposons gn~ i pour n suffisamment grand. 

La fonction g = glx...XgnX..., d~finie sur le produit E des E n, 

est analytique. 

DEMONSTRATION.- Ii suffit d'appliquer le theoreme 5 aux fonctions 

g~(x I .... ,x n .... ) = gn(Xn). 

J ~  
Le theoreme suivant montre que l'on a suffisamment ~tendu l'ensemble 

des fonctions boreliennes pour obtenir la stabilit~ par projection. 
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8 THEOREME.- Si la fonction g est analytique sur un produit ExF, 

la projection wg d__ee g sur E est analytique. 

J • . I • 

DEMONSTRATION.- Ii existe, par definltion, une fonction borellenne 

S ,  
elementalre f, d~finie sur un produit (ExF)xG, telle que g soit la 

projection de f sur ExF. Ii suffit alors de remarquer que wg est 

la projection de f sur E. 

REMARQUE.- Si on restreint l'ensemble des fonctions borellennes 

I J  

elementalres en remplacant "s.c.s." par "continues" dans la d~fi- 

S . • • 
nition 3, les demonstratlons des theoremes 5, 6 et 8 sont encore 

valables : il en r~sulte " " " immedlatement qu'on d~finit avec cet 

f J  

ensemble de fonctions elementamres les m@mes fonctions analytiques. 

borellenne de E dans F. 9 COROLLAZRE.- Soit ~ une application • " 

S_~i A est analytique dans E (resp F), alors ~(A) (resp ~-I(A)) est 

analytique dans F (resp E). 

• • P . 

DEMONSTRATION.- Rappelons que ~ est borelienne si ~-l(B) est borellen 

t< dans E pour tout borelien B de F. Soit r = x,y) : y = ~(x le 

J . 

graphe de a darts ExF : c'est l'image reclproque de la diagonale 

J .  

de FxF par l'application borellenne (x,y) ~ (~(x),y) de ExF dans FxF. 

La diagonale ~tant compacte, ~ est borelien, et donc analytique. 

Par consequent, a(A) (resp ~-l(A)), ~gal ~ la projection sur F 

(resp E) de l'ensemble analytique P N (AxF) (resp ~ (ExA)), est 

aussi analytique. 

Une application continue 6tant • nous borelienne, retrouvons ainsi 

• . . 

la definltlon des ensembles analytiques de l'introduction. Notons 

encore que l'image directe ~(B) d'un borelien de E par l'application 

• . S .  j s  
borellenne e nTest pas borellenne en general dans F. Elle iTest 

(theoreme Souslin-Lusin, cependant si ~ est de plus in4ective " " de 

p . • S  

dont la demonstratlon, difficile dans le cas general, est triviale 
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si~ est continue). 

Voici, pour finir, une caracterlsatlon des fonctions analytiques 

l'aide des ensembles analytiques. 

I0 THEOREME.- Une fonction g def~nle sur E est analytique si et 

seulement si e!le satisfait l'une des conditions suivantes. 

a) l'ensemble ~g~t~ (resp Ig~t~) est analytique pour tout t~O. 

b) le sous-graphe ouvert (resp fermi) d_~e g, i.e. l'ensemble 

~(x,t)~Ex~N+: g(x)~ t (resp~t)~ 

est analytique darts Ex~+. 

• . ° 

DEMONSTRATION.- Nous allons montrer que (g analytique) =) (g vermfme 

le b)) =7 (g verlfme lea)) =) (g analytique), et nous nous conten- 

terons de le faire pour les in~galit@s strictes dans a) et b). 

s °  t •  . 

Supposons g analytique, et soit f une fonction borelmenne elementamre 

d~finie sur ExF telle que g = ~f. Le sous-graphe ouvert de g est 

ggal ~ la projection sur Ex~+ du sous-graphe ouvert de f : ce dernier 

gtant ~ " borelmen, celui de g est analytique. Maintenant, si le sous- 

graphe ouvert A de g est an&lytique, l'ensemble Ig>t~, ~gal ~ la 

projection sur E de l'ensemble A~ (Ex]t,+~]), est aussi analytique 

pour tout t~ O. Supposons enfin que l'ensemble ~g>t~ est analytique 

• . 

pour tout t~0, et desmgnons par h(x,t) la valeur de l~g~t ~ en x. 

Pour x fix~, la fonction t ~ h(x,t) est l'indicatrice de l'intervalle 

[O,g(x)[ : on a donc g(x) = J~(x,t) dt. Ii ne reste plus qu'~ 

approcher i'' • mntegrale par des sommes de Riemann pour obtenir la 

fonction g comme limite d'une suite de fonctions analytiques : 

la fonction g est doric analytique. 
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3-- SCHEMAS DE SOUSLIN 

J . 
Ii Nous utiliserons les notations suivantes : nous deslgnerons par S 

(resp ~ ) l'ensemble des suites finies (resp infinies) d'entiers. 

Sis est un element de S, et tun element de Sou de X , la notation 

"s •t" signifie que t commence par s : par exemple, s = 4,3,7,5 

et t = 4,3,7,5,1,8~8 • Si a- est un ~l~ment de ~- (ou de S), nous 

d~signerons par G'I, ~,G-3, ... les termes successifs de la suite O-. 

Reprenons maintenant le "calcul" des projections, et revenons au cas 

de la projection d'une fonetion bor~lienne ~ ~ elementamre f. Par dSfi- 

I 
nition, il existe une suite decromssante (fm), et pour chaque m, 

suite croissante (f~) de fonctions s.c.s, telles que l'on ait Hue 

f = inf fm fm = sup fm 
n 

Essayons de projeter f : on sait que la projection ~ commute avec 

n'importe quel "sup", mais seulement avec les "inf" de suites 

# 

decrolssantes de fonctions s.c.s. En tenant compte de la formule de 

. . . .  • "sup" "inf" dmstrlbutlvlte entre et , on a 

f: i~f (s~pc~) : sup (i~f fl ~2 . ck ) 

Posons, pour route suite finie s = Sl,...,s k 

inf ( fl f2 . , f~ ) fs 
= Sl, s 2 ' -" 

On a alors 

f = sup ( inf fs ) 

Pour tout soS, la fonction f est s.c.s., et, pour tout~c~, la 
S 

a 
famille (fs)s~ est une suite decromssante de fonctions s.c.s. 

On obtient alors, pour valeur de ~f, 

g:~f:~[ sup ( inf fs)]= s~p ( inf ~f) :a.~u~ ( ~nf gs) 

o~ gs = ~fs est une fonction s.c.s, pour tout soS. Une telle 

representation de g s'appelle schema de Souslin. Plus pr~cisemment : 
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12 DEFINITION.- S.oit @ un ensemble de fonctions sur E. On appelle 

schema de Souslin sur ~ une application s ~ gs d_~e S dans ~ telle 

que gs~ gt pour s < t. On appelle noyau du schema de Souslin s ~ gs 

la fonction g d~finie par g = j~p ( 5inf<~ gs ). 

Nous avons d@montr4 ci-dessus le r~sultat suivant : 

13 THEOREMS.- Toute fonction analytique est le noyau d'un schema de 

Souslin sur l'ensemble des fonctions s.c.s. 

Nous verrons au chapitre IV que le schema de Souslin particulier 

I s  
que nous avons exhib~ ci-dessus a des proprietes remarquables. 

# • 

Reclproquement, on a 

14 THEOREME.- Le noyau d'un schema de Souslin sur l'ensemble des 

fonctions analytiques est encore une fonction analytique. 

I 

DEMONSTRATION.- Soit s ~ gs un schema de Souslin o~, pour chaque s~S, 

la fonction gs est analytique sur E, et soit g son noyau. Nous allons 

montrer que g est alors la projection d'une fonction analytique f 

sur ExF, o~ F designe l'espace metrlsable compact (~V~)) ~ , et 

donc une fonction analytique d'apr~s le theoreme 8. Munissons ~ de 

la topologie produit de ~ ~ { ~ • et, pour tout seS, soit I s = ~¢~: s 

I1 est facile de ~oir que I s est ouvert et ferm@ dans~ , et que ~" 

est l'intersection d'une suite d'ouverts de F : doric ~ et les 

• . 

ensembles I s sont analytiques dans F. Deslgnons, pour tout seS, 

I •  
par Isl la longueur de la suite finie s (i.e. son nombre d'elements), 

= sup (gs x ). Comme gs est et posons, pour tout entier n, fn |sl=n lIs 

une fonction analytique pour tout s, et que l'ensemble des s de 

longueur nest de~ombrable, la fonetion fn est aussi analytique. 

Soit alors f = inf f : f est analytique sur ExF, et nous allons 
n 

verlfler que le noyau g est ~gal ~ la projection ~f de f sur E. 
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Faisons d'abord la remarque suivante : sis et t sont deux suites 

finies, alors Is#]I t = ~ , sauf si s~t ou t>s, auquel cas on a 

Is~I t ou IsCI t. Appliquons maintenant la formule de distribut~vlte 

entre "sup" et "inf" dans l'~galit~ f = i~f (l~ (gsXlIs))" 

Etant donn~es les propri$tJs des I s indlquees ci-dessus, on a 

: ( x ) . . . . . .  ~&~_ (%H iI~i " ' (g~J kx II~k)' ) 

o~ ~Ik d~signe la suite finie(de longueur k)~,~ .... ,~ . D'o~, 

finalement, 

f = sup ( (inf gs) x i~ i ) ~ r 3  
I 1  e s t  a l o r s  c l a i r  que  l ' o n  a g = v f .  

4.- LA METHODE SYMBOLIQUE DE KURATOWSKI ET TARSKI 

15 

Nous nous contentons ici d'une "" " inltiation pratique" ~ cette methode, 

sans nous ~tendre sur les diff~rentes classes borelmennes et 

projectives. 

NOTATIONS ET TERMINOLOGiE.- Soit X un symbole variable, desmgnant 

. • J  
une proprlete de classe d'ensembles : par exemple, suivant les 

" "fermi" notations consacrees, X = G = "ouvert", X = F = 

e" X = K = "compact", X = A = "analytiqu . Nous dirons qu'un ensemble 
z 

est CX (resp PX) s'il est le complementamre (resp la projection) 

• . 

d'un ensemble X, qu'il est X~ (resp X& ) s'il est la reunlon 

(resp intersection) d'une suite d'ensembles X : ~insi, un CK est G, 

un P~$ est ~. Enfin, si Y est un autre symbole variable, nous dirons 

qu'un ensemble est XUY (resp X~Y) s'il est la reunlon (resp inter- 

section) d'un ensemble X et d'un ensemble Y (on notera que "$tre XUY" 

ne veut pas dire "$tre X ou Y", etc). Nous supposerons toujours, 

d'autre part, qu'un symbole X satisfait ~ la condition suivante : 

si l'ensemble M est X darts E, alors MxF est aussi X dans ExF. 
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16 REGLES ELEMENTAIRES.- Nous desmgnons ici par a(x), ~(x,y) etc des 

fonctions propositionnelles, o~ x~E, (x,y)~ExF etc. On ales r~gles 

suivantes, ~ peu pres ~ " evmdentes 

I) Si Ix : a(x)] est X, alors Ix : non a(x)) est cx. 

2) si Ix : a(x)] est X et si Ix : ~(x)] est Y~ 

alors Ix : a(x) ou ~(x)] est XUY et Ix : a(X) et ~(x)] est Xf~Y. 

3) Si, pour tout entier n, Ix : an(X)] est X, 

alors Ix : ~n an(X)) est X~ et Ix : ¥n an(X)] est X& . 

4) Si Ix : a(x)] est X, alors [(x,y) : a(x)] est X. 

5) Si [(x,y) : ~(x,y)] est X, 

alors Ix : ~y ~(x,y)] est PX et [x : ¥y ~(x,y)] est CPCX 

On a enfin les r~gles simplificatrices suivantes (dues au fait que 

t . 

nos espaces sont metrlsables compacts) 

6) ~ = ~, donc P~ = P~ = K et P~ = PK~ = K~ 

= C~, doric CPC~ = ~ et CPCG& = ~ . 

Tout cela semble bien facile, mais, comme nous allons le voir dans 

• • . . 0 

quelques exemples, il faut une certaine mngenmosmte pour trouver 

la "bonne" formule logique, et une certaine pratique pour appliquer 

ces regles en eascade. Notons aussi qu'un ensemble peut avoir 

r . . . 

plusieurs defmnmtmons qui conduisent ~ des r~sultats plus ou moins 

precms. 

17 EXEMPLES.- i) Nous appellerons topologie fine sur un produit ExF 

J 

le produit de la topologie metrlsable compacte de E par la topologie 

discrete de F : ainsi une partie H de ExF est finement ferm~e 

(i.e. ferm~e pour la topologie fine) si, pour tout ycF, la coupe H(y) 

de H suivant y est fermee dans E. Ceci dit, on a 

"Si A est analytique dans ExF, son adherence fine ~f l'est aussi" 
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I 

En effet, designons par dune distance sur E compatible avec sa 

topologie; en symboles logiqu~es, on a 

I (x,y)c~f~=~ Vn ~x'cE d(x,x')~ et (x',y)cA 

L'ensemble [(x,x',y) • d(x,x')~i/n) est Get l'ensembie [(x,x',y)cA) 

est A (r~g!e 4)). En app!iquant successivement les r~gles 2),5) et 3), 

on obtient que ~f est [P(_G~A)]~ et donc A. 

I I 

L'int@rieur fin d'une partie analytique de ExF est, en general, 

seulement CPCAj eependamt, on a 

i o • ° 

"Si A est analytique et finement ferme dans ExF, son mntermeur 

fin ~f est analytique" 

! 

En effet, designons par (Um) une base de'nombrable d'ouverts de E 

et, pour chaque entier m, par (Um, n) une base d~nombrable d'ouverts 

de U m telle que Um, n soit contenu dans U m pour chaque n. D~signons 

enfin, pour chaque couple d'entiers (re, n), par (Xm, n,k) une suite 

de points de Um, n, partout dense dans Um, n. Un ferm~ K de E contient 

alors l'ouvert U m (m fix~) si et seulement s'il contient ~m,n pour 

tout n, et donc si et seulement s'il contJ~nt Xm, n, k pour tout n 

et tout k. Ainsi, en symboles logiques, on a, si A est finement ferm~ 

(x,y)e~f~=> ~m [xcU m et (Vn Vk (Xm, n,k, y) cA)] 

D I apres ~) et 3), la fonction propositionnelle entre parentheses 

du crochet d6finit un A~ et donc un A. Alors, d'apr~s 2) et 3), 

(at aussi 4) que nous passerons sous silence d6sormais), I t" ~ intermeur 

fin de A est un (G~A)~ et donc un A. 

Dans les deux derniers exemples (emprunt$s ~ Kuratowski [ ] ), 

l'espace E est le segment [0, i]. 

2) Points initiaux : Soit A une partie de ExF. On dit que (x,y) 

est un point initial de A six = inf [x'cE : (x',y)cA) (o~ l~on 

convient que inf ~ = i dans [0, i]). On a alors 
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"Si A est analytique, l'ensemble A. de ses points initiaux est CA" 
1 

En effet, en symboles logiques, on a 

(x,y)~Ai?=~ Vx'~E [x'(x ~ (x',y)~A] ?=) Vx' [x'$ x ou (x',y)~A] 

En appliquant les r~gles 2) et 5), on trouve que l'ensemble A. 
1 

est CPC[KUCA] = CP[G~A] = C 8. Supposons de plus que A est ~: 

alors A iest CPC[~&] = ~& (cf r~gle 6)), et donc la projection H 

J 
de A~A i sur F est P[K~] = 8" En fait, on peut demontrer que H 

J . 
est ~6~ (si A est K@) : pour obtenir ce r~sultat plus precms, il faut 

utiliser une "meilleure" d~finition de H. Soit (Kn) une suite crois- 

• • 
sante de compacts de ExF, de reunlon Sgale ~ A. On a alors 

ycH@~ ~x (x,y)cA et ~nVkVx [(x,y)~Kn+ k =) ~x' (x',y)cK n et x'~x] 

Le second membre de l'implication du crochet dSfinit un P[K~K] = K, 

le crochet dSfinit donc un G~K = 98 ' d'o~ finalement l'ensemble H 

est un [P_~]g~ [CPC~]~ = ~ g ~  = ~ . 

3) Crible de Lusin : Soit A une partie de ExF. On consid~re l'ensemble 

Acr des ycF tels que la coupe A(y) de A suivant y ne soit pas bien 

ordonnee, ce qui revient ~ dire que A(y) conti@nt une suite dgcrois- 

sante (injective). On a alors 

"Si A est analytique, l'ensemble Acr est analytique" 

En effet, en symboles logiques on a 

Y~Acrg=~ ~x Vn ~x' [(x',y)cA et x~x'~ x+~] 

est donc Acr est P[(P(A~G))~] = 8" 

Nous verrons de nombreux autres exemples d'applications au cours 

des demonstrations de th~or~mes dans les chapitres suivants. 
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5.- COMPLEMENTS 

A : FONCTIONS ANALYTIQUES. CAS ABSTRAIT. 

• ° 

Dans cette section, E, F etc desmgnent des ensembles sans structure 

topologique. 

18 Un pavage sur E est un ensemble de fonctions E_ sur E contenant 

la fonction 0 et stable pour (V f, Af) : le couple (EsE) est appel~ 

• S 

espace pave ~. Un pavage _K est dit compact s'il est constltue par 

• . • S 
des ensembles et si toute suite decrolssante d'elements non rides 

de K a une intersection non vide. Soient (E,E) et (K,K) deux espaces 

g 

paves ok K est compact : on appe!!e pavage produit de E et K 

• t 

le pavage ExK sur ExK constltue par les sup de suites finies de 

fonctions de la forme (fXlL) o~ f (resp L) appartient ~ E (resp K) 

(le fait que K soit constltue ensembles assure que l'on a 

inf [(flXlLl), (f2XlL2)] = (fl A f2,1LAIL2 ) ). 

• ° • . J • 
Les defmnltlons et theoremes suivants sont emprunt~s ~ MEYER [ ], 

• . 

auquel nous renvoyons pour les demonstratmons (en tout point 

g 

analogues ~ celles que nous avons donnees dans le cas topologique, 

pour la bonne raison que ces dernmeres ont @te" sur calquees celles 

de MEYER ~) 

19 DEFINITION.- Soit (E,E) un espace pave. Une fonction g d~finie sur E 

est dite E-analytique s'il existe un espace pav~ auxiliaire (K,K), 

• ' )T~ 
o~ K est compact, et un element f de (ExK tel que g soit ~gale 

la projection ~f de f sur E. 

On a alors le theoreme de stabi!ite 
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20 

21 

22 

THEOREME.- L'ensemble des fonctions E-analytiques est stable 

pour (Vd,~d), et donc pour les "lim sup", "lim inf" et limites 

de suites. 

L'ensemble A(E) des fonctions E-analytiques est un nouveau pavage 

sur E, contenant E, et le th~or~me 8 prend ici la forme suivante 

TH~OR~ME.- Soient (E,E) un espace pav~ et (K, K) un espace pavg compact 

a) La projection sur E d'une fonction (ExK)-analytique sur ExK 

est analytique sur E. 

b) L'ensemble des fonctions A(E)-analytiques coincide avec 

eelui des fonctions E-analytiques. 

i • 

Enfin, on peut d~finir des schemas de Souslin, et on demontre 

comme aux n.13 et 14 

I % 

THEOREME.- Soit (E,E) un espace pav~. 

I 

a) Toute fonction E-analytique est le noyau d'un schema de 

Souslin sur E. 

b) Le noyau d'un schSma de Souslin sur A(E) est une fonction 

E-analytique. 

B : ENSEMBLES ANALYTIQUES. CAS TOPOLOGIQUE. 

Nous nous contenterons de d~finir ici des ensembles analytiques, 

• . • . • . 

et de presenter deux defmnztlons topologiques non equmvalentes 

• . . . • . • . 

(pour d'autres defmnmtmons et les comparaisons de ces deflnmtmons, 

on pourra consulter FROLIK [ 7). 

Ensembles sousliniens (cf BOURBAKI [ ]) 

Rappelons d'abord la deflnmtmon d'un espace polonais. 
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23 DEFINITION.- Un espace topolo~ique Pest dit polonais s'il est 

m6trisable, ~ base dSnombrable, et s'il existe une distance sur P, 

compatible avec sa topolo~ie, pour laquelle Pest complet. 

On sait que tout ensemble G& d'un espace polonais est encore 

polonais, et que tout espace polonais est hom$omorphe ~ un ~ 

de l'espace compact metrlsable [0, i] ~ 

24 • DEFINITION.- Un espace topologique separ~ E est dit souslinien 

s'il existe un espace polonais Pet une application continue et 

surjective ~ de P sur E. 

. S t  
On ales proprletes de stabilit6 suivantes 

I % 

25 THEOREMS.- a) Toute somme d~nombrable et tout produit d@nombrable 

d'espaces sousliniens est souslinien. 

• r dt b) Un espace topologique separe, image un espace souslinien par 

une application continue et surjective est encore souslinien. 

• P 

c) L'ensemble des parties sousliniennes d'un espace separe est 

stable pour (~d,~d), et, de plus, si l'espace est souslinien, 

I . 

eontient la tribu des parties borelmennes. 

I . f 

On salt qu'un espace souslinien metrzsable est homeomorphe a une 

partie analytique (au sens du n.~) de [0, i] ~. D'une maniSre " " generale, 

les parties sousliniennes d'un espace polonais coincident avec 

P • 

les noyaux des schemas de Souslin sur les parties fermees (ce~x 

sur les parties compactes donnant les parties sousliniennes contenues 

dams un =~r)" En particulier, les parties sousliniennes d'un espace 

m~trisable compact coincident avec les parties analytiques telles 

que nous les avons deflnmes. 
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26 

Ensembles analytiques (cf CHOQUET [ ]et [ ]) 

DEFINITION.- Un espace topolo~ique s~par~ E est dit analytique 

s'il existe un espace compact auxiliaire K, un sons-espace L de K 

qui est ~ dams K, et une application continue et surjective 

de L sur E. 

• • J 

Les espaces analytiques au sens de Choquet satisfomt aux proprmetes 

de stabilit~ du n.25 : on peut remplacer partout dams le theoreme 25 

"sousliniem" par "analytique". Les espaces sousliniens sont 

analytiques, mais la recmproque est fausse. Cependant, les sous- 

espaces analytiques d'un espace polonais co'incident avec les sous- 

espaces sousliniens. En particulier, les sous-espaces analytiques 

• . 

au sens de Choquet d'un espace metrmsable compact coincident avec 

les parties analytiques telles que nous les avons d@finies au n.4. 

Ensembles sousliniens et bor~liens 

Le cadre de l'analyse fonctionnelle fournit des exemples naturels 

d'ensembles analytiques qui ne soient pas borelmens. Ainsi, dams 

l'ensemble des fonctions continues sur [0,i] muni de la topologie 

de la convergence uniforme (qui est un Banach separable, donc 

S • 

un espace polonais), l'ensemble des fonctions derlvables partout 

est le compl@mentaire d'un ensemble souslinien qui n'est pas 

bor$lien (r@sultat d~ ~ Mazurkiewicz). 


